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ACERCA DEL SENTIDO DEL TERMINO ESTRUCTURA
EN MATEMATICAS'

Marc BARBUT

NOTA DE PRESENTACION DEL TRADUCTOR

En la sesion del 14 de diciembre de 1966, del seminario XIV sobre La logica del
fantasma, Lacan introduce en relacion con la nocion de estructura que necesita el
psicoandlisis, la estructura algebraica de grupo, y mds especificamente el llamado
grupo de Klein:

“Cuando les hablo de verdades fundamentales no es culpa mia si algunas cosas no estan
a su alcance. Una de estas verdades primeras es la que trata de la nocién de estructura. De entre
las estructuras matematicas llamadas algebraicas elijo lo que se llama un grupo. Y mas
concretamente se trata del grupo de Klein, grupo definido por cierto niimero de operaciones [es
pues un grupo cuyos elementos son operaciones], no mds de tres, y lo que resulta de estas se
define por una serie de igualdades muy simples entre dos de ellas y un resultado que puede
obtenerse de otra manera, es decir, por uno de los otros, uno por otro, los dos por ejemplo.”

Lacan después de decir esto y poner un ejemplo no demasiado claro, al menos
en la version de que disponemos, remite, para que todo esto que propone sea mds
comprensible, al articulo que presentamos aqui donde M. Barbut se refiere a la nocion
de estructura en matemdticas y toma como ejemplo de la misma el grupo de Klein al
que se refiere Lacan.

En la recopilacion de articulos que presentamos en el Aula de psicoandlisis se
trata aqui de otro articulo fundamental para comprender el uso que hace Lacan de
ciertos conceptos de la matemdtica moderna como instrumentos explicativos y
operativos en relacion con las estructuras fundamentales que interesan al
psicoanalista.

'"Trad esp de Juan Bauzé, tomada de Cahiers de lectures freudiennes, 10, pp. 81-101. Las notas al pie
corresponden o bien al original o son notas nuestras, en cuyo caso van precedidas por NT entre corchetes.
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ACERCA DEL SENTIDO DEL TERMINO ESTRUCTURA
EN MATEMATICAS

Estructura, estructuralismo, estos términos, y la idea que recubren, estan desde
hace una decena de afos a la orden del dia en las Ciencias sociales; actualmente, no hay
ninguna de ellas que no tenga, en alguna medida, su escuela estructuralista. Los
articulos de éste nimero de los Temps Modernes®, convencerdn al lector que, tal vez
todavia no esté informado al respecto.

El término estructura, las matemadticas lo utilizan también, y, en un sentido que,
pensamos nosotros, puede proporcionar un marco preciso y comodo a lo que investigan
las Ciencias humanas cuando pretenden expresarse en términos de estructura. Por otra
parte, las matemadticas desempeiian, también aqui, su papel [fundamental, sin embargo]
de humildes servidoras de las otras ciencias: y, en este sentido, encuentran incluso su
justificacién en la elaboracidn de los instrumentos de andlisis que necesitan las otras
disciplinas.

La utilizacion del término estructura por las matematicas es, de todos
modos, un fenémeno reciente, aunque mas antiguo que su uso en las Ciencias sociales.
Es decir que en matemaéticas tampoco la idea de estructura se impuso de una vez por
todas y, fue necesaria una lenta maduracion que va, grosso modo, de Evariste GALOIS
a BOURBAKI, para que llegara a tomar la forma que hoy conoce todo estudioso de la
matemdtica moderna.

(Coémo se ha constituido esta idea: qué sentido tiene el término? Mejor que
largos desarrollos un ejemplo simple puede mostrarnoslo, como una primera
aproximacién al mismo.

Cualquiera de nosotros aprendié en la escuela la famosa “regla de los signos”:
cada nimero tiene su opuesto, y tomar el opuesto de un nimero x, opuesto que se anota
—x, se dice también “cambiar el signo de x”. Cambiar dos veces seguidas el signo de x,
es volver a x. Lo mismo sucede si a un nimero x (diferente de cero, es un detalle
técnico) se le asocia su inverso //x: el inverso del inverso, es el nimero del que se ha
partidoS.

? Este articulo apareci6 inicialmente en Les Temps Modernes n° 246, Nov. 1966. Lo publicamos aqui con
la amable autorizacién de Marc BARBUT, al que agradecemos su conformidad al respecto. Jacques
LACAN se refiere al mismo explicitamente en la sesion del 14 de diciembre de 1966, en el contexto de su
Seminario XIV (1966-1967): La l6gica del fantasma.

? [NT] Estas operaciones son lo que Lacan, siguiendo al autor (véase un poco mds abajo), llama
operacion involutiva, que es una combinacién de dos operaciones sobre un elemento por las cuales se
vuelve al punto de partida, es decir al mismo elemento del que hemos partido, a la repeticién de la
situacion primera. Efectuar una operacién involutiva equivale a efectuar una operacién identidad [o una
operacidén de identificacion], es decir, efectuar una operacién que repetida anula esa misma operacién, el
resultado de esto es que a pesar de la identidad del resultado éste oculta la operacién repetida gracias a la
que se llega al mismo, operacién que como tal queda elidida. Lacan hablard de involucién significante
para referirse a la operacién involutiva propia del significante, capaz de simular una identidad donde
realmente no la hay. Es todo el problema de la légica cldsica donde la doble negacién opera una
involucidén que la anula haciéndola equivalente a la afirmacién de partida: [ = NNI =1, el principio de la
doble negacién se hace equivalente asf al principio de identidad, que supone entonces una doble negacién.
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Se pueden también combinar las dos operaciones: tengo un nimero x, tomo su
opuesto —x, después el inverso del opuesto —I/x; pero se puede proceder diferentemente,
y tomar primero el inverso //x, después el opuesto del inverso — (1/x). Y se les ensefa a
los nifios que, cualquiera que sea de entre estos dos 6rdenes el que se haya adoptado
para hacer estas dos operaciones, el resultado es el mismo.

Todo este procedimiento puede resumirse mediante el diagrama siguiente:

P
——— - —

!
;

e e ]

1/x == - _1/x

en el cual la flecha «——— simboliza la operacion involutiva (es decir, aquella cuya
repeticion vuelve al punto de partida de no haber cambiado nada) “tomar el opuesto”: el
opuesto de x es —x, y volver a tomar el opuesto, en este caso el de —x [-(-x)] es x; del
mismo modo, tomar el opuesto de I/x es —I/x, y volver, a partir de esta primera
operacion, a tomar el opuesto, en este caso el de —1/x es I/x [-(-1/x) = 1/x]. Del mismo
modo la flecha <— — — —> simboliza la operaciéon asimismo involutiva “tomar el
inverso™, y la flecha ¢«———— la operacién “producto” de las dos precedentes: tomar
el inverso del opuesto5 (o, de manera equivalente, el opuesto del inverso®). Se observa
que esta dltima operacién es, también, por su parte, involutiva’, lo que ilustra el
diagrama: puedo ir de —//x a x pasando por I/x, es decir recorriendo una flecha
«—— seguida de una flecha <— — — —> [esto es, hacer el inverso del opuesto del
inverso del opuesto]. Pero tal recorrido puede llevarme también de x a —x, y después de
—x a—1/x, y asi pues finalmente de x a —I/x [esto es hacer simplemente el inverso del
opuesto de x]. Paso pues tanto de —//x a x como de x a —1/x.

He aqui ahora un pequefio juego [como ejemplo de esa estructura]: sean cuatro
letras a, b, ¢, d, colocadas en este orden. Regla de juego: se puede ya sea dejar las letras
en ese orden primero a b ¢ d, o sea tal como estdn, o bien ponerlas en otro orden, pero
intercambidndolas de dos en dos. Por ejemplo, se puede pasar a la disposiciéon b a d ¢
que intercambia a con b por una parte, ¢ con d por otra, es decir: las dos primeras letras

4 [NT] Efectivamente, el inverso de x es 1/x, y el inverso del inverso de x, es decir, 1/(1/x) es de nuevo
X.
5 [NT] Asi y siempre partiendo de x, tomar el opuesto es tomar —x, y tomar el inverso de ese opuesto es
tomar —1/x, lo que es equivalente a tomar el inverso del opuesto de x [= -1/x].

6 [NT] En este caso, y todavia partiendo de x, tendriamos: tomar el inverso de x, es decir tomar 1/x, y
tomar el opuesto de éste seria tomar —1/x, lo que como puede verse es equivalente al caso de la nota
anterior, aunque aqui hayamos tomado el opuesto del inverso de x: - 1/x.

7 [NT] La operacién involutiva seria aqui la que se compone, no como en los casos anteriores de tomar
el opuesto del opuesto o el inverso del inverso, sino de tomar el inverso del opuesto del inverso del
opuesto o el opuesto del inverso del opuesto del inverso. Vedmoslo: tanto una como otra de estas dos
ultimas operaciones compuestas nos han llevado al término —1/x. Si ahora hacemos el opuesto de este esto
nos conduce a 1/x, y si hacemos a partir de ahi el inverso de éste esto nos conduce a x. Lo mismo sucede
como puede comprobarse respectivamente caso de tomar el opuesto del inverso de —1/x. Vedmoslo
también: Si tomamos el inverso de —1/x, tendremos: 1/ (-1/x), lo que equivale a —x, y el opuesto de —x, es
—(-x) = x.
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y las dos tltimas. Pero se pueden también intercambiar entre si la primera y tercera
letras, la segunda y la cuarta: o aun la primera y la cuarta, la segunda y la tercera. Y con
esto se habran agotado todas las posibilidades.

Partamos del ordenamiento primero a b ¢ d y modifiquémoslo segtin las dos
primeras permutaciones descritas

abcd badc
A

v
cdab

Puede observarse que estas dos permutaciones son involutivas: cada una,
repetidas dos veces consecutivas, reconduce a la ordenacién inicial. Ademds, si
operamos la primera permutacidén (cambiar las dos primeras letras entre si y las dos
dltimas entre si) sobre el ordenamiento ¢ d a b, obtenemos el ordenamiento d ¢ b a, es
decir, el que habria proporcionado, a partir de a b ¢ d, la tercera permutacién (primera y
cuarta letras, y segunda y tercera), que, por su parte, también es evidentemente
involutiva.

- b ad c

abcd -

?

c d a b — A/d c b a

Estamos muy cerca del diagrama precedente, el de los pasajes al opuesto y al
inverso de un nimero; y nos persuadimos de que se trata claramente de lo mismo
examinando lo que sucede si, a partir de a b ¢ d, se opera primero la primera
permutacién y después la segunda:

- b a d ¢

a b c d-—=

——

d ¢ b a

La ordenacién final es otra vez d ¢ b a, la que da la tercera permutacion. Por
otra parte, esta permutacidn hace que las ordenaciones ba d c y c d a b se correspondan
mutuamente. Obtenemos entonces claramente el diagrama:

a b c d-- b ad ¢

- — — ——
——— — — G-

cdab d ¢ b a
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que es el mismo que el del primer ejemplo; sélo han cambiado los objetos a los cuales
se aplican las transformaciones simbolizadas por las flechas, y la naturaleza de esas
transformaciones. Pero la combinatoria de esas transformaciones es la misma, a saber:
dos transformaciones que anotaremos o y 3, sometidas a dos reglas de combinacidn:

1° Cada una de las transformaciones es involutiva: repetirla dos veces seguidas
no cambia nada.

Nos hace falta, para denotar esta propiedad, un signo que simbolice “no cambiar
nada”, lo que se llama la transformacidn “idéntica”; adoptamos el signo 1.

Con esta convencion, denotamos:
ao =1 (o seguida de oo no cambia nada)
Pp =1

2° La primera seguida por la segunda es la misma transformacién vy, que la
segunda seguida por la primera; lo que se denota:

op=Ba=v
y se dice: a0y B conmutan entre si.

Estas dos reglas son suficientes para reconstruir el diagrama. Figuremos o y 3
por flechas; estas deben estar orientadas en ambos sentidos (regla 1)

o B

— <————>

Representemos ahora la regla 2:

o seguida de 3

e
W

B seguida de o

- —
w

es la misma transformacion:
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| |
: Yo
! {
v A

Si ahora efectuamos los recorridos o y Baude todas las maneras posibles sobre
el diagrama se completa en:

[

——— - - — — -
— e e -

!

Pero también hubiéramos podido expresar todo lo que esta contenido en las dos
reglas no ya mediante un gréfico, sino mediante un juego de escrituras: o seguido de 3,
B seguido de o, es la misma transformacion v, llamada la regla 2. ;Y 7y seguido de y?
Escribamos:

YY= of of =af o (regla2)
Pero segun la regla 1, B = I (no cambia nada). De donde:
YY=oalo

o I, es lo mismo que O, puesto que esto significa la transformacién o seguida de
la transformacién idéntica que nada cambia. De donde:

YY = oo
Ahora bien, oot es I (regla 1). Y asi pues:
vy =1

(Qué es v seguida de o.?

Yyo =Baoa =BI=P
.Y o seguida de y?

oy=oaaf =Ip =P
Tenemos entonces otra consecuencia de nuestras reglas.

oy =yo=p

Se demostraria de la misma manera:
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Py=1F=a
Desembocamos asi en la tabla de composicion de las cuatro transformaciones I,
o, B,y

I
[

a
B .
y

<X TR —~
™=~ e
R —~< ™™
— R TR =

que es facil de retener: I compuesto con cualquier transformacién no cambia a esta; cada
transformacién compuesta consigo misma da I; dos de las tres transformaciones
distintas a I compuestas entre si dan la tercera.

Esta tabla es la del grupo de Klein; es célebre en matematicas, y se halla
presente en mdltiples actividades humanas, como vamos a mostrarlo. Pero observemos
en primer lugar que acabamos de ver dos maneras de obtenerla, dos 4mbitos muy
distintos en los cuales se realiza: la aritmética elemental, las permutaciones de cuatro
objetos. Podemos comprobar que hay algo comitin a nivel operatorio, es decir en la
combinatoria de las operaciones, a estos dos dominios: y esta es ya una primera
abstraccion.

La reconstruccién del diagrama, la construccién de la tabla han sido hechas
olvidando a qué objetos se aplican las transformaciones, y reteniendo solamente las
reglas especificas de composicion de estas transformaciones; pero, en cambio, sabiamos
que los signos a, B representaban transformaciones. Ahora podemos incluso olvidar
eso, y pasar asi a un segundo nivel de abstraccién. Diremos: sea un alfabeto que
comprenda tres letras I, o, .

1° Con este alfabeto se pueden constituir palabras poniendo esas letras una detras
de otra indefinidamente:

oloof, Balafl, etc., son palabras. (Técnicamente, esta regla se llama regla de
asociatividad;

2° Si se borra la letra I de una palabra, esta palabra no ha cambiado (I seria una
suerte de letra muda, pero aqui se la llama elemento neutro): xI, Ix, x son la misma
palabra, cualquiera que sea la palabra x;

3° Cada una de las letras o0 y B seguida por si misma en una palabra puede ser
reemplazada [sustituida] por la letra I (y, asi pues, finalmente, borrada).

4° Si en una palabra aparece la secuencia o3, puede ser reemplazada [sustituida]
por Pa, y reciprocamente, sin que esa palabra se modifique.

Asi, la palabra ol se convertird, sucesivamente, por la aplicacion de estas
reglas: aoo, Iof, of.
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La palabra Bolofl se convertird: BoaaBl, BIRL, BRI, IL, L.

Es fécil ver, nosotros hemos hecho mas arriba el cédlculo, que el lenguaje
gobernado por la “sintaxis” cuyas cuatro reglas han sido explicitadas aqui arriba no
comporta mas que cuatro palabras: I, a, By afp (o Bar), y que su “gramatica” es la de la
tabla que conocemos, la del grupo de Klein. Lo que hay que observar, es que hemos
tenido, en esta presentacion, que enunciar explicitamente dos reglas, la de la
asociatividad y la del elemento neutro, que estaban sobreentendidas cuando hicimos el
célculo, pues dimos entonces una significaciéon de o, B, y I, a saber: la de ser
transformaciones; a continuacién, ponerlas una después de otra significaba: componer
entre ellas transformaciones y sabemos que esto es asociativo y que la transformacién
idéntica I no cambia nada. Mientras que ahora no les damos ningin sentido, nuestro
“lenguaje” no tiene “semdantica’.

Es aqui donde conviene pronunciar el término “estructura”; mas precisamente, el
de estructura algebraica. Una estructura algebraica es un conjunto cuyos elementos
son cualesquiera, pero entre los cuales se definen una o varias leyes de composicion, u
operaciones (en nuestro ejemplo, una sola ley). La manera segtin la cual los elementos
se componen puede darse mediante una tabla (o varias tablas si hay varias operaciones),
que indique para cada par de elementos cual es el resultado de su composicidén (en
nuestro ejemplo se trata de una ley de composicién binaria, es decir, de elementos por
pares; puede haber también leyes ternarias, cuaternarias, etc.). Pero este procedimiento
s6lo es aplicable si el conjunto sobre el que se define la estructura algebraica
considerada es finito. Si es infinito, se podran, como mucho, dar fragmentos de la tabla,
tales como las tablas de adicién y de multiplicacién de los nimeros enteros (que
constituyen un conjunto infinito) que se encuentran en las cubiertas de los cuadernos
escolares. Un procedimiento mucho mdés general, y universalmente utilizado, consiste
en dar condiciones, reglas (en nuestro ejemplo, las cuatro reglas enunciadas mas arriba)
a las que satisfacen la o las operaciones, y que permiten ya sea reconstruir la tabla (caso
de los conjuntos finitos), ya, mas generalmente, determinar univocamente la
composicién de tales o cuales elementos cualesquiera que se hayan dado. El conjunto de
las condiciones a las cuales satisfacen las operaciones constituye lo que se llaman a
menudo los axiomas de la estructura.

Cuando ninguna de estas condiciones es redundante, es decir, cuando no puede
deducirse de las otras, su conjunto se llama la axiomadtica de la estructura.

Dicho de otra manera: una axiomética de una estructura algebraica, es un
conjunto de condiciones que sea, a la vez, necesario y suficiente para reconstruir la
tabla, si nos limitamos a las estructuras finitas. Por supuesto, una misma estructura
puede tener varias axiomadticas (varios sistemas de condiciones pueden conducir a la
misma tabla): a titulo de ejemplo, otra axiomdtica para el grupo de Klein, que hemos
escogido como prototipo de una estructura algebraica, seria la siguiente:

1°) Hay cuatro elementos I, a, B, v, entre los que estd definida una operacién
binaria (anotada por la yuxtaposicién x y designa el resultado de la operacion entre x
tomado como primer elemento e y tomado como segundo elemento);

2°) I es elemento neutro: Ix = xI = x cualquiera que sea x (en este conjunto de
cuatro elementos);
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3°) La operacidn es asociativa: (xy) z = x (yz), cualesquiera que sean x, y, z, en el
conjunto;

4°) Para cada elemento x existe un “inverso”, es decir, un elemento x’ que
compuesto con x da el neutro xx’ =x’x =1I;

5°) Cada elemento x posee “un orden de repeticion” inferior a 4; es decir, que
existe un ndmero entero n (no necesariamente el mismo para dos elementos distintos,
pero siempre inferior a 4: n = 1, 2 6 3) tal que x compuesto n veces consecutivas
consigo mismo da el neutro I.

A decir verdad, este sistema de reglas no constituye verdaderamente una
axiomdtica: es redundante; el lector interesado podrd en todo caso divertirse
construyendo la tabla definida por estas cinco reglas, y verd que no hay més que una, a
saber: la que ya conoce: la del grupo de Klein.

La definicién que hemos dado supra de una estructura algebraica no ponia en
juego mds que un solo conjunto; las cosas pueden complicarse, puede haber varios
conjuntos... Citemos a BOURBAKI (Algebra, cap. I, “Estructuras algebraicas”, 1951,

p- 41):

“El objeto del dlgebra es el estudio de las estructuras determinadas por la
formulacion de una o varias leyes de composicion, internas o externas, entre elementos
de uno o varios conjuntos”.

Se observara que en esta frase, la primera del pardgrafo titulado por nuestros
autores “Definiciéon de una estructura algebraica”, el término “estructura” se define
implicitamente por su contexto. Y BOURBAKI pasa casi enseguida a las nociones que
son inseparables de la nocién de estructura: la nociéon de isomorfismo, la nocién de
representacion.

Digamos primero lo que es una representacion. El grupo de Klein, formulado
por su tabla, o por una axiomdtica conveniente, pero sin precisar lo que son sus
elementos (sin semadntica), es lo que se llama el grupo “abstracto”. Una representacion
de este grupo, es dar una significacién a cada elemento del grupo, es hacer que objetos
“concretos” se combinen como los elementos del grupo “abstracto”. Asi, cuando
interpretamos los cuatro elementos I, o, B,y del grupo de Klein como siendo la
permutacién idéntica, y o, B, y las permutaciones:

a:abc
B:abc
Y:abc

de cuatro letras, nos damos una representaciéon de este grupo como grupo de
permutaciones (y este es un caso particular de un teorema muy general, debido a
CAYLEY, segin el cual todo grupo finito puede ser representado como grupo de
permutaciones).

De la misma manera, la segunda interpretaciéon que conocemos del grupo de
Klein, en la cual I es la transformacion idéntica, y o, B, Y son las transformaciones:
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o:x — -x
B:x = I/
Yix — -1k

sobre el conjunto de los niimeros (salvo 0) constituye una segunda representacion [del
grupo abstracto de Klein].

En matemadticas se ve que hay constantemente un doble proceso: pasaje de lo
“concreto” a lo “abstracto” (lo que constituye la estructura, la sintaxis), retorno de lo
“abstracto” a un “concreto” (la representacion, la semantica) que, dando un sentido a los
objetos abstractos, ofrece, si ese sentido es familiar, un soporte a la intuicién, y permite
una mayor eficacia en los cdlculos. Y es un buen ejercicio leer los resultados de las
operaciones del grupo de Klein indiferentemente sobre la tabla (grupo abstracto) o sobre
el diagrama (interpretacion concreta: las flechas representan transformaciones):

I a B Y‘I \\ rd
\\ ,,’
a I Y B \\\ e
\/\//
By I o« 2N
e N
’ AN
Y B a I /’ \\
\
O O

Las dos representaciones que conocemos del grupo de Klein constituyen dos
interpretaciones en lenguajes (dotados de una semadntica) distintos, y permiten una
traduccién fiel de uno de estos lenguajes en el otro: la sintaxis es la misma, sélo el
sentido de los términos, ha cambiado. Y podemos construir un diccionario: a la
izquierda, como habla el que permuta objetos; y a la derecha, como habla el que opera
sobre nimeros:

Cambiarabcd en badc |Cambiar el niimero x por su opuesto -x

Cambiarabcd en cdab |Cambiar el nimero x por su inverso //x

Cambiarabcd en dcba |Cambiar el nimero x por el inverso de su opuesto — 1/x

RO R

No cambiar nada No cambiar nada

Estas traducciones son lo que se llaman isomorfismos: dos grupos (lo que
decimos aqui de los grupos puede decirse de cualquier tipo de estructura) son isomorfos
si ambos son representaciones del mismo grupo abstracto; o, dicho de otra manera: si
tienen la misma estructura. Esto significa que sus elementos pueden ponerse en
correspondencia biunivoca, de manera que la imagen en el segundo grupo del
compuesto de dos elementos cualesquiera del primer grupo sea el compuesto de las
imégenes de estos dos elementos.

Isomorfismo, el término es claro: la forma, la “sintaxis”, la “estructura” es la
misma; difieren no sélo los signos utilizados para anotar los elementos, lo que es trivial,
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sino también el sentido que debe darse a los elementos; y podemos darles
indiferentemente, y segin las conveniencias, tantos sentidos posibles como se quiera.

Se ve asi en qué las matematicas son, como suele decirse, un instrumento de
comunicacion: gracias a las tres nociones vinculadas de estructura, representacion e
isomorfismo, los seres humanos que ejercen su actividad en dominios muy diversos
podran, si llega el caso, comprenderse y reconocer que aquello que, desde un cierto
punto de vista, es lo mds importante en su actividad: la combinatoria de sus actos, de
sus gestos, y de las operaciones que realiza, es idéntico.

Se comprenderd mejor la riqueza y la potencia del procedimiento examinando
algunas otras realizaciones de nuestro grupo de Klein, que como hemos visto podian
compartir quienes no supieran mds que las cuatro operaciones de la aritmética elemental
y quienes sélo supieran permutar, cambiar objetos de sitio (guijarros, por ejemplo, como
en el antiguo cdlculo).

Supongamos ahora a un gedmetra; conoce el tetraedro: cuatro puntos A, B, C, D
no coplanarios; las seis aristas que los unen, las cuatro caras triangulares, que
determinan. Las aristas AB y CD no tienen vértice comun (ver la figura); unamos sus

puntos medios respectivos (eje de puntos -+ -+ -+ -- ).
A
™
B D
~
¢

Una media vuelta del tetraedro alrededor de este eje llevaAaByBaA,CaDy
D a C. Esta media vuelta permuta pues los vértices segun la permutacion o : ABCD —
BADC. Y si hacemos dos veces seguidas esta media vuelta, cada vértice vuelve a su
posicion inicial: es la permutacién idéntica, 1.

Considerando las medias vueltas alrededor de los ejes que unen los puntos
medios de AC y BD por una parte, los de AD y BC por otra, encontraremos una vez
mads, del mismo modo, las permutaciones B y 7. El grupo de Klein puede entonces
igualmente representarse como grupo de simetrias del tetraedro.

Pasemos a continuacion al l6gico: éste trabaja sobre proposiciones ligadas entre
si por las conjunciones “y” y “0”, y opera a menudo sobre la proposicién por medio de
la negacién: si U es una proposicion, NU denotard la negacién de esta proposicion.

Consideremos por ejemplo:
U=XyY)oZ

donde X, Y y Z son proposiciones; se sabe que
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NU=N[XyY)oZ]=(NXoNY)yNZ

dicho de otra manera la negacién de una proposicién compleja se obtiene tomando la
negacion de las proposiciones elementales que la constituyen, e intercambiando los
conectivos “y” y “o0”. Pero podemos igualmente negar las proposiciones elementales sin
cambiar los conectivos: se trata entonces de una nueva operacion, R, sobre las

proposiciones:
RU=NXyNY)oNZ

O podemos asimismo cambiar los conectivos sin negar las proposiciones
elementales: operacidén que simbolizaremos con S

SU=XoY)yZ
y vemos que tenemos:
RS =SR =N*
(S seguido de R, o R seguido de S, da la negacién N).

Ademads, es claro que RR = SS = NN = I donde I consiste en no cambiar nada:
cada una de las operaciones es involutiva, es decir, repetirla dos veces seguidas no
cambia nada’.

Encontramos de nuevo el grupo de Klein, esta vez no por su representacion
como grupo de permutaciones (como en el caso del tetraedro), sino por su axiomadtica.
Agreguemos que esta representacion, mediante operaciones de l6gica rudimentaria, del
grupo de Klein es llamada a veces (entre los psicdlogos) grupo de Piagetlo.

Los psicélogos experimentales, ya que hablamos de ellos, presentan a menudo a
sus “sujetos” la situacidn siguiente: se toma un objeto, pongamos, por ejemplo, un disco
blanco, y se modifica uno de sus calificativos (forma o color, en nuestro ejemplo). Se
cambiard ya sea la forma, lo que transformara, por ejemplo, el objeto inicial (el disco
blanco) en un cuadrado blanco; ya sea el color, lo que lo transforma en un disco negro.
Podemos asimismo cambiar la forma y el color, lo que lo transforma en un cuadrado
negro. Si no hay mds que dos formas (disco y cuadrado) y dos colores (blanco y negro),

¥ [NT] Veamos para que quede mas claro al lector los pasos de estas operaciones. Partimos siempre de
U=XyY)oZ, siaplicamos RS, debemos aplicar primero S y después R. Al aplicar S a U, tendremos:
(X 0Y) yZ. Si ahora aplicamos R a S tendremos: (NX o NY) y NZ. Hagamos lo propio para la operacién
SR: partimos como siempre de U = (X y Y) o Z, si aplicamos ahora SR, tendremos primero que aplicar R
y después S en este aso. Al aplicar R a U, tenemos: (NX y NY) o NZ. Y si ahora aplicamos S a R,
tendremos: (NX o NY) y NZ. Lo que en ambos casos vemos que es equivalente a aplicar sobre U la
operacién N, es decirsia U= (XyY) o Z, le aplico N, entonces: NU = (NX o NY) y NZ.

° [NT] Ayudemos al lector mostrandole cada caso. Comencemos por R, y siempre naturalmente
partiendo de U = (X y Y) o Z. Si aplico R a U entonces, RU = (NX y NY) o NZ. Si vuelvo a aplicar R a
esta dltima entonces RRU = (NNX y NNY) o NNZ = (X y Y) o Z = U. Si hacemos lo propio con S,
tendremos: SU=(X0Y)yZ,ySSU=(XyY)oZ=U. Finalmente con N, NU= NX o NY)yNZ, y
NNU = (NNX yNNY) o NNZ = (X y Y) o Z. En definitiva repetir la misma operacién dos veces equivale
a no cambiar nada, es decir a la operacién identidad = I, donde [IU=(XyY)oZ="TU.

' Ver por ejemplo: J. PIAGET, Traité de logique, P.U.F.
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solo hay cuatro estados posibles para nuestro objeto y estos cuatro estados estdn
vinculados o relacionados por transformaciones elementales que resume el diagrama:

N - -s»= Cambiar la
AN forma
?\\\\ y 4

N //
N /
\\// (/ ™ Cambiar al
PN ~ 7 color
e \\
7 AN
Ny < \\ y Cambiar ta
‘/ - ———— —&  formaye!
— color

Tenemos de nuevo el diagrama del grupo de Klein.

Esto nos conduce a otra representacién: cada estado posible del objeto estd
caracterizado por dos calificativos (forma y color) y cada uno de estos calificativos tiene
a su vez dos valores posibles. Podemos denotar como x y un cambio de estado del
objeto, donde x = 0 si la forma no cambia, y 1 si no es asi, es decir si cambia; e y = 0 si
el color no cambia, e y = 1 si no es asi, es decir si cambia el color. Todo lo que hay que
retener en cuanto al juego de las transformaciones de un estado a otro es una regla de
composicién de los signos 0 y 1 dada por la tabla:

—_
— O

Si anotamos por + (pues se trata de una adicién, como se verd) esta ley de
composicién, tendremos por ejemplo:

01+11 =10
Se suman entre si los valores del primer caricter:
0+ 1=1 segin latabla

y eso significa: modificar la forma y se procede de la misma manera respecto del
segundo caricter:

1+1=0 segin latabla
y eso significa: cambiar dos veces de color.

De la misma manera: 01 + 01 = 00 (no cambiar la forma, cambiar dos veces
consecutivas el color) y se puede construir una tabla completa:
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00 01 10 11

00 100 01 10 11
01101 00 11 10
10110 11 00 O1
It 11 10 01 00

que es, una vez mas, la del grupo de Klein, o un isomorfismo, donde:

I se traduce en 00
a se traduce en 01
B se traduce en 10
v se traduce en 11

La regla de composicion de los signos 0 y 1 se retiene facilmente si se piensa
que es la de la composicién por adicién de ndmeros pares o impares:

par + par da par,
par + impar da impar,
impar + par da impar,
impar + impar da par,

P 1
P |1
I

También se dice a menudo que se trata de aritmética binaria.

El grupo de Klein es, pues, representable por la composicién por adicidn, en
aritmética binaria de parejas de dos niimeros; eso puede generalizarse a tripletes x y z de
nimeros:

011 +110=101

o a cuadrupletes xyzf, etc. Bajo la forma de cuadrupletes esta aritmética es
efectivamente empleada en algunos sistemas de adivinacién por geomancia“. Los
grupos obtenidos con los tripletes, los cuadrupletes, etc., presentan analogias con el
grupo de Klein, del que son generalizaciones. Volveremos sobre este punto.

Pero en tanto estamos en la etnologia, o mds precisamente en una realizacién
etnolégica de nuestro grupo, citemos otra en la misma disciplina. La encontraremos
descrita en Las estructuras elementales del parentesco (P.U.F., 1949), de Claude LEVI-
STRAUSS: se trata del sistema Kariera: Hay cuatro “clases” tales que cada individuo de
la sociedad Kariera es colocado en una clase y s6lo en una, y la clase de un nifio esta
determinada dnicamente por las clases de sus padres. Para explicar como se escogen
estas clases C. LEVI-STRAUSS utiliza (p. 208, op. cit.) una analogia, y nos dice que
todo ocurre como si hubiera:

"' Ver R. JAULIN, “La geomancie: Essai d’analyse formelle”
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Los Dupont de Paris
Los Dupont de Bordeaux,
Los Durand de Paris
Los Durand de Bordeaux

Son las cuatro clases. Las reglas segtn las cuales un nifio es clasificado seguin la
clase de su padre y de su madre pueden resumirse en el diagrama:

Dupont de Paris = » Durand de Paris
A A
i
Y |/
Dupont de Bordeaux-- » Durand de Bordeaux
- mececcanan memmecceonen S o
clase del padre clase de [a madre

La transformacidn diagonal, no representada aqui, representaria ia clase
de la madre del padre o dei padre de la madre

Antes de abandonar el tema de las realizaciones de la estructura del grupo de
Klein, citemos una ultima, que nos resultard muy familiar pues todos la practicamos
cotidianamente, como el Sr. Jourdain; se trata de la combinatoria de algunas categorias
gramaticales en una lengua, como la lengua francesa [o la espafiola]. Un adjetivo, por
ejemplo, es en general susceptible de poseer dos géneros (masculino o femenino), y dos
nimeros (singular o plural). Se puede, pues, transformarlo cambiando el género, o
cambiando el nimero, o cambiando los dos, segtin el diagrama:

aniligo-r — an]i%.;
: |
| i
' ;

amigos-.— ami?s

El lector puede encontrar muchos otros ejemplos del mismo tipo.

Hasta ahora no hemos hablado més que de la estructura de un grupo particular,
el grupo de Klein; hay otras estructuras algebraicas; las de grupo, en primer lugar, que
constituyen en su conjunto una tipo o especie de estructura; todas ellas tienen en comuin
la definicion siguiente: un conjunto provisto de una operacién binaria, asociativa, que
tiene un elemento neutro y tal que cada elemento admite un inverso. Entre las otras
especies de estructuras algebraicas, citemos las mds importantes: los monoides (o
semigrupos), y los cuasi-grupos, que son debilitamientos de la estructura de grupo (se
caracterizan con menos axiomas). Los anillos, los cuerpos, las algebras, los espacios
vectoriales y los mddulos, que son reforzamientos de aquella (las caracterizan mas
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operaciones: dos o tres, y mds axiomas). Los reticulos, las dlgebras de Boole, que
pertenecen a otra “familia” de estructuras.

Fuera de las estructuras algebraicas, se distinguen, por una parte las estructuras
combinatorias o relacionales, en las que las relaciones entre elementos de la estructura
vienen dadas no ya por medio de operaciones, sino de relaciones en general binarias (es
decir que relacionan elementos dos a dos), como son las relaciones clasificatorias, las
relaciones de orden (0 jerarquizantes), etc.

Por otra parte, estdn las estructuras llamadas fopoldgicas, aquellas que
formalizan las nociones intuitivas de vecindad, proximidad, interior, exterior, frontera,
tomadas de nuestra percepcién del espacio.

Desarrollar lo que son estas diversas estructuras no aportaria gran cosa al
propésito de esta nota. En cambio, nos parece importante mostrar como una estructura
produce derivados y engendra toda una familia (la palabra técnica es: una categoria) de
estructuras que le estdn emparentadas. Para ello vamos a partir, jcomo no!, de la
estructura de la que disponemos, el grupo de Klein. Examinemos de nuevo su tabla:

B

= =R R
R X ™
—_— o [

< TR -
< TR | -

Pongamos nuestra atencién sobre los elementos I y o. Compuestos entre si
vuelven adarly o

a 1 B v
1 «a y B
By I«
Yy B a I
segun la tabla:
| a
I I a
o a I

ya la conociamos; se corresponde salvo por las notaciones, con la de la adicién del par y
del impar, de la aritmética binaria.

Se dice que el conjunto constituido por I y o es una parte estable del grupo de
Klein; como por lo demas la restriccién a [ y o de la operacién del grupo da un grupo,
es un subgrupo del grupo de Klein.
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La observacion hecha a propésito de I'y o vale igualmente para Iy By paraly
Y. Y cada vez obtenemos la misma tabla de composicién entre los dos elementos
retenidos. En cambio, o y B compuestos entre si dan I y ¥, no constituyen, pues, una
parte estable.

El lector podra comprobar sin dificultad que los tnicos subgrupos son aqui los
tres que acabamos de citar, y el que estd constituido tnicamente por el elemento 1. Se
puede visualizar el conjunto formado por el grupo y sus subgrupos por medio de un
diagrama de inclusién que es:

(I, a B, y)

(I, (1,

Una estructura algebraica dada posee, pues, en general subestructuras. Pero la
observacién hecha a propésito de I y o0 va mas lejos: si examinamos mas atentamente la
tabla, constatamos que el conjunto I, o, B, y puede ser dividido en dos clases: I y o por
una parte, y B y v por la otra.

— R
R —|= ==
— R (o= =

< TR | R e
~ O | R o
™ -2

tales que las clases se componen ademas entre si segun las reglas de la adicién binaria.
Consideremos, en efecto, la clase (I, &) como un objeto tnico, y designémosla por el
simbolo 0; la clase (B, o) serd del mismo modo identificada con un solo objeto, y
designada por 1. La tabla se convierte en:

0 1
0 0 1
1 1 0

El grupo obtenido, el que resulta de la composiciéon de las clases, se llama
grupo-cociente del grupo de Klein por su subgrupo (I, a); tendriamos de la misma
manera un grupo cociente asociado a los subgrupos (I, B) y (LYy).

Aqui, subgrupo y grupo-cociente no difieren (tienen la misma estructura); en
general, no es asi, como lo veremos en un ejemplo dentro de un momento.
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El vinculo, el parentesco, entre una estructura, una subestructura, y la estructura-
cociente se hace patente por la nociéon de homeomorfismo: estas formas, estas
estructuras son semejantes. Pero ;cémo lo son de manera precisa? Constituyendo el
grupo cociente, hemos hecho corresponder al subgrupo (I, o) del grupo de Klein el
elemento 0 de la aritmética binaria; y a (B3, ), hemos hecho corresponder el elemento 1
de esta aritmética. Hemos definido, pues, una correspondencia del grupo de Klein al
grupo de la aritmética binaria, en la cual las imdgenes de cada elemento del grupo de
Klein son las que indica el diagrama:

y esta correspondencia respeta la estructura en el mismo sentido que el isomorfismo
definido supra: la composicion de las imigenes de dos elementos cualesquiera es la
imagen de los compuestos de estos dos elementos. Por ejemplo,  tiene como imagen O,
o B tiene como imagen 1. La composicién de o y B es en el grupo de partida y. La
imagen de 7y es 1, que es claramente la compuesta de 0 y 1 (imédgenes de o y B
respectivamente) en el grupo de llegada.

Puede verse como el homeomorfismo generaliza el isomorfismo en el sentido de
que este dltimo es un homeomorfismo particular, en el cual la correspondencia entre las
dos estructuras emparentadas es biunivoca. Pero hay otro procedimiento para construir
estructuras homeomorfas a una estructura dada, procedimiento que es, de alguna
manera, el inverso o reciproco del que acabamos de ver, el pasaje al cociente: se trata de
la construccién de un producto de estructuras (se observaré la dualidad de los términos
utilizados: cociente, producto).

Consideremos el grupo de Klein (I, a, B, ) por una parte, y el grupo (0,1) por
otra, y construyamos su producto “cartesiano” (un producto “combinatorio”): es el
conjunto de las parejas x y donde x puede tomar los cuatro valores I, o, B y Y, y donde y
puede tomar los dos valores 0 y 1. Obtenemos asi las ocho ( 8 =4 x 2 ) parejas: 10, 00,
B0, y0, I1, a1, B1, yl. Definamos ahora una operacién, que denotaremos A, entre dos
parejas de la manera siguiente: si x y y x’y’ son dos parejas, x y A x’y’ es la pareja cuyo
primer elemento es el compuesto de x y x’ en el grupo de Klein (x y x’ pertenecen a este
grupo) y el segundo elemento, el compuesto de y e y’ en el grupo (0,1).

Por ejemplo:
a0Ay1 =01
Podemos reconocer aqui el procedimiento que ya nos sirvié cuando tratamos del

pasaje del grupo (0,1) al grupo de Klein bajo la forma de las cuatro parejas 00, 01, 10,
11; por donde se ve que el procedimiento del producto es claramente el inverso o
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reciproco del cociente, puesto que el cociente del grupo de Klein por el grupo (0,1) es
precisamente el grupo (0,1).

Para volver de nuevo al producto que estamos construyendo ahora, su tabla en la
operacién A se construye mecdnicamente por la lectura de las tablas de los dos grupos
compuestos:

10 . a0 BO  v0 Il al Bl vyl
a0 10 yO B0 al I vyl Bl

BO 0O I0 a0 Bl vyl I al
yO B0 a0 10 ¥yl Bl al i1
I1 al Bl vyl I0 a0 BO  y0
al I vyl Bl a0 10 yO B0
Bl vyl I al O 0 I0 o0
vyl Bl al 11 YO BO ad 10

Esta tabla pone en evidencia ciertos cocientes del grupo obtenido; la divisién en
dos clases: (10, a0, B0, Y0), que es un subgrupo, ¢ (I1, al, B1, y1) da como cociente el
grupo (0,1); la division en cuatro clases (I0, a0), que es un subgrupo, (30, Y0), (I1, al)
y (B1, y1), da como cociente el grupo de Klein. Hay, pues, un homeomorfismo del
grupo obtenido sobre el grupo de Klein.

En los subgrupos y en los cocientes de este nuevo grupo, sélo se reencontraran
los grupos que han servido para construirlo; pero podemos ahora fabricar otros grupos
haciendo su producto con los grupos que ya conocemos, y luego recomenzar ad
infinitum; obtendriamos asi una categoria completa de los grupos de 2, 4, 8, 16, 32, etc.,
elementos, cuyo material elemental de construccién es el grupo (0,1), y que son tales
que hay siempre una correspondencia homeomorfa entre dos cualesquiera de entre ellos.

Hay, ciertamente, otros procedimientos de fabricacién de estructuras a partir de
una estructura dada; los que han sido indicados aqui son los mds simples y los maés
usuales: en todo caso, dardn al lector una aproximacién, una informacién siquiera
superficial, de la potencia de los instrumentos que los matemadticos pueden poner a
disposicion de otras disciplinas; pero terminar con esta nota optimista seria un abuso si
se piensa en las ciencias del hombre.

Las estructuras matemadticas ofrecen un marco preciso, y medios operatorios
comodos; pero seguramente al lector le llamar4 la atencidn, en relacién con la estructura
que acabamos de estudiar, la pobreza de su vocabulario y de su “sintaxis”, y recurro a
propésito a esta analogia, porque, efectivamente, conviene no perder de vista que, por
ejemplo, la complejidad de la sintaxis de las lenguas naturales es un caso extremo de la
oposicion y del contraste entre la riqueza de las estructuras con que tienen que vérselas
las ciencias del hombre, y la pobreza general relativa de aquellas a las que se refiere el
matemadtico. Esta oposicion pone en evidencia el hecho de que la gran eficacia de los
modelos matematicos se paga con una reduccion de los fenémenos a los que se aplican
a una simplicidad que raramente corresponde realmente a los objetos de las ciencias
humanas. Cuando lo real es complejo, como lo es igualmente en el caso de las ciencias
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fisicas, es necesario, cuando las matematicas, en su estado actual, se aplican a él, no
perder de vista que aquellas s6lo retienen [en sus estructuras] algunas caracteristicas,
que, sin duda son interesantes, y cuentan; pero hay que saber determinar cudles son
estas, y no olvidar que el objeto de las ciencias sociales no se reduce a ellas y, en
general, las trasciende.



